Klaus Schröder, C (NittyGritty C, Addison-Wesley)

Die Festkommazahlen

Ebenso wie die Gleitkommazahlen haben auch die Festkommazahlen eine bestimmte Speicherlänge. Das bedingt, daß die in einem Programm verwendeten Zahlenwerte einen bestimmten Maximalwert nicht überschreiten können.

Je nachdem, ob man die Speicherinhalte bitweise oder byteweise darstellen will, bedient man sich des binären oder des hexadezimalen Zahlensystems. Auf manchen Wortmaschinen kommt auch das oktale Zahlensystem in Frage, da die Wortlänge solcher Rechner oftmals durch 3 teilbar ist und jede Oktalziffer in 3 Bits Platz findet.

Wir lernen mit der folgenden Übersicht das Zählen in diesen verschiedenen Zahlensystemen:

	dezimal
	binär
	oktal
	hexadezimal

	Basis: 10
	Basis: 2
	Basis: 8
	Basis: 16

	Ziffern:

0 - 9
	Ziffern:

0 - 1
	Ziffern:

0 - 7
	Ziffern:

0 - 9, A - F

	 0
	    0
	 0
	 0

	 1
	    1
	 1
	 1

	 2
	   10
	 2
	 2

	 3
	   11
	 3
	 3

	 4
	  100
	 4
	 4

	 5
	  101
	 5
	 5

	 6
	  110
	 6
	 6

	 7
	  111
	 7
	 6

	 8
	 1000
	10
	 8

	 9
	 1001
	11
	 9

	10
	 1010
	12
	 A

	11
	 1011
	13
	 B

	12
	 1100
	14
	 C

	13
	 1101
	15
	 D

	14
	 1110
	16
	 E

	15
	 1111
	17
	 F

	16
	10000
	20
	10

	...
	...
	...
	...


Tabelle 0.1: Zählen in verschiedenen Zahlensystemen

Alle diese drei Zahlensysteme sind, wie auch die Dezimalzahlen, auf dem Stellenwertigkeitsprinzip aufgebaut. Also:

Die Dezimalzahl: 17410   bedeutet: 1 * 102 + 7 * 101 + 4 * 100 = 17410

Die Binärzahl: 10112  bedeutet: 1 * 23 + 0 * 22 + 1 * 21 + 1 * 20 = 1110

Die Oktalzahl: 2708  bedeutet: 2 * 82 + 7 * 81 + 0 * 80 = 7110

Die Hexadezimalzahl: 2E316   bedeutet: 2 * 162 + 14 * 161 + 3 * 160 = 73910

Die Umrechnung der Dezimalzahlen in eines der anderen Zahlensysteme kann nach dem sog. "Divisionsrestverfahren" erfolgen, das an folgendem Beispiel demonstriert werden soll. Die Dezimalzahl 1039 soll in eine Oktalzahl umgewandelt werden:

        1039 : 8 = 129 Rest 7 

         129 : 8 =  16 Rest 1 

          16 : 8 =   2 Rest 0   

           2 : 8 =   0 Rest 2 

Durch fortgesetzte Division durch 8, die Basis des oktalen Zahlensystems, ergeben die Reste, von unten nach oben, die gefragte Oktalzahl:

        103910  = 20178
Während sich die Umrechnung von Dezimalzahlen in eines der anderen drei Zahlensysteme sehr mühselig gestaltet (ausgenommen, man bemüht einen Taschenrechner), ist die Zahlenumwandlung zwischen den drei genannten Zahlensystemen ziemlich einfach. Das liegt daran, daß zwischen ihnen eine Verwandtschaft besteht, und zwar ist die Basis jedes dieser Zahlensysteme eine Potenz von 2 ! 

Daraus folgt ein einfaches Verfahren: Soll die Oktalzahl 2017 als Binärzahl dargestellt werden, so braucht man nur jede Oktalziffer durch die entsprechende dreistellige Binärziffernfolge zu ersetzen:

        20178 = 0100000011112
Soll die gleiche Zahl als Hexadezimalzahl dargestellt werden, braucht man das Binärziffernmuster nur, von rechts beginnend, in Vierergruppen einzuteilen und für jeweils 4 Binärziffern die entsprechende hexadezimale Ziffer hinzuschreiben:

        20178 = 0100¦0000¦11112 = 40F16
Der Inhalt eines beliebigen Hauptspeicherbereichs besteht aus einer Folge von Binärziffern (eigentlich aus einer Folge zweier alternativer elektrischer Spannungszustände, die mit 0 oder 1 symbolisch gekennzeichnet werden können), als abkürzende Schreibweise für Speicherinhalte kann aber das oktale oder das hexadezimale Zahlensystem herhalten. Man wird das erstere verwenden, wenn die Anzahl der Bits durch 3 teilbar ist und bei Teilbarkeit durch 4 das letztere.

Im Zeitalter der Byte-Rechner hat man es mit Hauptspeicherbereichen zu tun, die aus einem Vielfachen eines Bytes, also 8 Bit, bestehen. Deshalb wird im folgenden der Inhalt jedes Bytes durch zwei hexadezimale Ziffern dargestellt.

Ein Computer hat daher seinen Namen, daß er mit Speicherinhalten auch rechnen kann. Die elementarste Rechenoperation, derer ein Computer fähig ist, ist die Addition.

Sollen also die zwei Dezimalzahlen 13 und 25, die beide in 1 Byte langen Festkommazahlen gespeichert sind, addiert werden, dann findet folgende Operation statt:

            (13)¦0|D¦  oder binär: ¦0¦0¦0¦0¦1¦1¦0¦1¦

          +

            (25)¦1|9¦  oder binär: ¦0¦0¦0¦1¦1¦0¦0¦1¦

   -------------------------------------------------

(Übertrag:)      1                      1 1     1

          = (38)¦2¦6¦  oder binär: ¦0¦0¦1¦0¦0¦1¦1¦0¦

Ein Phänomen stellt sich auf einem Computer, anders als in der Mathematik, ein, wenn bei Voraussetzung der gleichen Speicherlänge die Aufgabe 255 + 1 gelöst werden soll:

           (255)¦F|F¦  oder binär: ¦1¦1¦1¦1¦1¦1¦1¦1¦

          +

             (1)¦0|1¦  oder binär: ¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦1¦

-------------------------------------------------

(Übertrag:)    1 1                1 1 1 1 1 1 1 1

          =  (0)¦0¦0¦  oder binär: ¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦

Wie wir sehen, pflanzt sich ein Übertrag von rechts nach links fort, und der letzte Übertrag fällt aus dem Speicherbereich heraus. Anders ausgedrückt: Der Speicherbereich für das Ergebnis ist zu klein für das zu große Rechenergebnis. Wir bekommen das merkwürdige Ergebnis: 255 + 1 = 0. Entsprechend wäre 255 + 2 = 1, 255 + 3 = 2 usw. In der EDV nennt man diese Erscheinung Overflow, oder zu dt. Überlauf.

Die begrenzte Speicherlänge ist es, die ein Overflow möglich macht, das jeder Mathematik spottet. Praktisch bedeutet das für einen Programmierer, daß er für genügend große Speicherbereiche sorgen muß, will er nicht an die Grenzen des Zahlenraums stoßen, den sein Programm bearbeiten soll.

In den bis hierhin behandelten Festkommazahlen konnten nur nicht-negative Werte gespeichert werden. Will man negative Zahlen berücksichtigen, verwendet man Festkommazahlen, in denen das höchstwertige Bit zur Speicherung eines Vorzeichens verwendet wird.

Die Ganzzahl 13 sähe in einem 1 Byte langen, vorzeichenbehafteten Speicherbereich dann so aus:

                 VZ

            (13)¦0¦0¦0¦0¦1¦1¦0¦1¦

Das Vorzeichen-Bit (VZ) enthält eine 0, wenn die Zahl nicht negativ ist und eine 1 bei negativen Zahlen.

Allerdings wäre es ein Irrtum anzunehmen, man bräuchte nur das Vorzeichenbit auf 1 zu setzen und hätte dann die negative Zahl -13 gespeichert.

Um das wirkliche Bitmuster der Zahl -13 zu bekommen, nehmen wir einmal an, ein Computer könnte auch subtrahieren (was er in Wirklichkeit nicht kann), dann könnte die Zahl -13 sich ergeben aus der Subtraktionsaufgabe: 

0 - 13.
             (0)¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦0¦

       -      

            (13)¦0¦0¦0¦0¦1¦1¦0¦1¦

(Geborgt:)    1  1 1 1 1 1 1 1

       ----------------------------------

           (-13)¦1¦1¦1¦1¦0¦0¦1¦1¦

Hier fällt wieder die letzte "geborgte" binäre 1 aus dem Speicherbereich heraus. An dem Vorzeichenbit 1 erkennen wir die negative Zahl, aber das Bitmuster sieht völlig anders aus als das der positiven Zahl 13 !

Nun wurde schon erwähnt, daß ein Computer gar nicht subtrahieren kann. Die einzigen Fähigkeiten, über die er verfügt, sind Addition, das "Kippen" von Bits und das Verschieben von Bitmustern.

Mit Hilfe der ersten beiden Fähigkeiten ist er aber in der Lage, das Ergebnis obiger Subtraktion zustande zu bringen, und das geht so:

           (+13)¦0¦0¦0¦0¦1¦1¦0¦1¦

Das "Kippen" aller Bits führt zu:

                ¦1¦1¦1¦1¦0¦0¦1¦0¦

Dann Addition einer 1:

                             + 1

Macht:          

                ¦1¦1¦1¦1¦0¦0¦1¦1¦

Und das ist wieder dasselbe Ergebnis wie bei der Subtraktion. Die erste dieser beiden Operationen, das "Kippen" der Bits, läßt sich auch so formulieren: Bei binären Zahlen ist die Basis (B) des Zahlensystems 2. Die Größe (B-1) ist dann 1. Das "Kippen" eines Bits kann man dann auch als sein Komplement (Ergänzung) zu (B-1) auffassen. Das (B-1)-Komplement von 1 ist 0 und das von 0 ist 1. Addiert man dann noch eine 1 zum (B-1)-Komplement, bekommt man ein Ergebnis, das man das B-Komplement nennt.

Daraus folgt: Soll das Vorzeichen einer vorzeichenbehafteten Festkommazahl umgedreht werden, so bildet der Computer einfach das B-Komplement. 

Es ist dem Leser überlassen zu überprüfen: Bildet man von der Zahl -13 das B-Komplement, muß wieder +13 herauskommen.

Dieses Verfahren kann man auch anwenden, wenn man den Inhalt einer Festkommazahl hexadezimal darstellt. Die Basis des hexadezimalen Zahlensystems ist B=16, also ist (B-1) = 15 (=F). Daraus folgt diese Umrechnung:

                   (+13)¦0|D¦

Dann ist das(B-1)-Komplement:

                        ¦F|2¦

+ 1 ergibt: 

                          +1

das B-Komplement: 

                        ¦F|3¦

Und das ist tatsächlich die hexadezimale Darstellung des obigen Bitmusters.

Allerdings erkennt man an der hexadezimalen Form nicht unmittelbar, ob das Vorzeichenbit auf 0 oder auf 1 steht. Man macht sich aber leicht klar, daß die höchstwertige Hexadezimalziffer >= 8 sein muß, damit die Zahl negativ ist, während bei einem Wert <= 7 ein positiver Wert (oder 0) vorliegt.

So wie der Computer das Vorzeichen einer Zahl wechselt, so subtrahiert er auch. Statt 13 - 25 durch Subtraktion zu erledigen, berechnet er: 13 + B-Komplement von 25. Die Durchführung dieser Operationen ergibt:

    (13)¦0|D¦                                     ¦0|D¦

-                                              +

    (25)¦1|9¦--->(B-1)-Kompl.: ¦E|6¦--->B-Kompl.: ¦E|7¦

                                        -----------------

                                        Übertrag:  1

                                                  ¦F|4¦

An der höchstwertigen Hexadezimalziffer F erkennt man, daß es sich um eine negative Zahl handelt, wie ja wohl auch zu erwarten war. Um den entsprechenden positiven Zahlenwert zu bekommen, muß wieder das B-Komplement von F4 gebildet werden:

¦F|4¦--->(B-1)-Komplement: ¦0|B¦--->B-Komplement: ¦0|C¦ = 1210
Hinter der vorzeichenbehafteten Festkommazahl F4 verbirgt sich also die Dezimalzahl: -12, wie wohl auch zu erwarten war.

Die folgende Betrachtung über Festkommazahlen hat eine praktische Bedeutung für den C-Programmierer, da sie eine Bestimmung des Wertebereichs von Festkommazahlen verschiedener Länge ermöglicht: Bei einer 1 Byte bzw. 8 Bit langen, vorzeichenlosen Festkommazahl kann jedes Bit zwei mögliche Werte, nämlich 0 oder 1 enthalten. Die Anzahl aller unterschiedlichen Zahlen, die in einem Byte gespeichert werden können, ist dann:

        28 = 256

Die kleinste dieser Zahlen ist 0, die größte kann dann nur

        28 - 1 = 255

sein.

Ist dieselbe Festkommazahl aber vorzeichenbehaftet, so fällt das höchstwertige Bit für die Speicherung eines Zahlenwerts weg, da es für das Vorzeichen reserviert ist. Es gibt dann:

27 = 128 nicht-negative Zahlen (positive Zahlen und die 0) und

27 = 128 negative Zahlen.

Die kleinste Zahl ist dann -128 = -27 , die größte ist 127 =27 - 1.

Verallgemeinert gilt: Besteht eine Festkommazahl aus n Bits, dann ergibt sich der Wertebereich aus folgender Tabelle:

                                 ¦ Wertebereich

------------------------+----------------------------------------

vorzeichenlos           ¦ Von: 0               bis: 2n - 1
------------------------+----------------------------------------

vorzeichenbehaftet  ¦ Von: -2n-1              bis: 2n-1   - 1

------------------------+----------------------------------------
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